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CONCEITOS E FUNDAMENTOS DA MODELAGEM
MATEMATICA PARA GERENCIAMENTO DE
RECURSOS HIDRICOS SUBTERRANEQOS

Resumo

Este trabalho discute conceitos e fundamentos da modelagem matematica para a construgio
de modelos que permitem a compreensio do sistema hidrogeologico real. A aplicagdo da
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modelagem matemdtica para a simulagdo de cenarios (atuais e futuros) e determinagio das

zonas de captura de dguas subterraneas constitui uma ferramenta importante para o geren-

ciamento de recursos hidricos.
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SuUMMARY

This paper discusses concepts and fundaments of mathematical modeling for the construc-
tion of models that enable one to understand real hydrogeological systems. Mathematical
modeling applied in the simulation of scenarios (current and future) and the determination
of underground water capture zones constitutes an important tool for the management of

water resources.
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INTRODUCAO

As dguas subterraneas sio as principais fontes disponi-
veis para o abastecimento de agua doce. Devido a escas-
sez do recurso hidrico superficial, o recurso subterrianeo
é uma reserva vital, sendo de fundamental importancia o
desenvolvimento de modelos que simulem situagdes reais
para possibilitar o planejamento e a gestdo desses recur-
sos hidricos subterraneos, incluindo sua protegdo e des-
contaminagdo (LOURENCETTI, 2006; CETESB, 2004).

A proteciao e descontaminagio dos recursos hidricos
subterraneos dependem principalmente da quantificagdo
do fluxo e do transporte de contaminantes em dguas sub-
terraneas. Estes parametros podem ser determinados por
medidas de campo e por modelagem matematica. A abor-
dagem utilizando as medidas de campo é a mais direta
e a mais precisa, entretanto, raramente é utilizada com
exclusividade, devido aos seus altos custos e aos longos
prazos que necessita para caracterizar o seu comporta-
mento (CLEARY, 1991). Assim, a abordagem quantitativa
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utilizada com maior freqiiéncia pelos érgios governamen-
tais e empresas de consultoria americanas e européias ¢ a
modelagem matematica. Os modelos matematicos empre-
gam uma equagdo ou uma série de equagdes que simulam e
prevéem respostas fisico-quimicas de um aqiiifero sujeito a
perturbagdes, tais como pocgos de injegdo ou extragio ou
a migragio de um residuo toxico (CLEARY, 1991).

A modelagem matematica consiste na representagdo
matematica do que acontece na natureza a partir de um
modelo conceitual, idealizado com base no levantamento
e interpretagdo de dados e observagdes do sistema real,
tendo como objetivo uma melhor compreensdo do siste-
ma atual, possibilitando prever situagdes futuras, algumas
vezes passadas, porém sempre buscando direcionar agdes
de decisao (IRITANI, 1998).

A aplicagdo da técnica da modelagem e a interpretacao
dos resultados qualitativos e quantitativos em estudos de
prevencao de possiveis impactos ambientais vém ganhando
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destaque na literatura (BONGANHA, 2005). Na regido de
Araraquara (SP), com o auxilio da modelagem matemiatica,
elaborou-se o mapa de vulnerabilidade natural a poluicio
dos recursos hidricos subterrineos e determinaram-se
as zonas de captura das aguas subterrineas (MEAULO,
2004; BONGANHA 2005). Pessoa et al. (2003) e Gomes
et al. (2002) utilizaram modelagem matematica em conjun-
to com técnicas de simulacio de sistemas e sistemas de
informagdes geograficos para a elaboragio de mapas de
riscos e de vulnerabilidade da agua subterranea a exposi-
¢do direta e indireta de agrotéxicos.

Cordazzo (2000) propds um modelo, utilizando mo-
delagem matematica, com solu¢dao numérica bidimensio-
nal, para o derramamento de gasolina acrescida de dlco-
ol nos solos, importante causador da contaminagio dos
aquiferos fredticos. Alcantara (1999) utilizou modelagem
matemdtica para verificar a adsor¢io e movimentagio de
metais pesados em solos e sua possivel contaminagiao para
aguas subterraneas. A aplicagao da técnica de modelagem
matematica para diferentes fins tornou-se uma ferramenta
rotineira no auxilio da solucdo de diferentes problemas,
inclusive de aguas subterraneas, sendo usada com frequ-
éncia em projetos de gestdo de recursos hidricos. Assim,
este trabalho discute conceitos e fundamentos da mode-
lagem matemadtica como ferramenta para a gestio dos re-
cursos hidricos subterraneos.

Principios basicos da modelagem matematica

O modelo matemético representa o comportamento do
sistema fisico real da 4gua subterranea pela resolugio das
equagbes matematicas que regem os processos atuantes. Os
procedimentos ou passos efetuados no computador para a
resolugdo das equagdes, utilizadas para construir o mode-
lo matematico, constituem o programa de computador ou
aplicativo ou simulador matematico. Konikow & Bredehoeft
(1992) denominam este programa, construido para resolver
as equagdes parciais através de algoritmos numéricos, de
“modelo genérico”. Na aplicagio da modelagem matematica
em aguas subterraneas, o programa utilizado é o fluxo de
dgua subterranea necessario para a otimizagdao do sistema de
abastecimento que, dentre suas diversas aplicagdes, permite:

* entender tridimensionalmente, a dindmica de sistemas
complexos de fluxo de dgua subterranea;

* avaliar o regime de explotagio das aguas subterrineas;

* determinar Zona de Captura dos pogos, fundamental
para o zoneamento de prote¢ido de captagdes;

* planejar e otimizar sistemas de abastecimento de dgua
através da determinagdo das melhores localizagdes dos
pogos;

* otimizar sistemas de rebaixamento de lencol freitico
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Equacao de fluxo da agua subterranea

A equacgdo diferencial parcial tridimensional, aplicada
a um modelo matematico, que governa o fluxo de agua
subterranea, considerando-se um meio heterogéneo, ani-
sotrépico e em estado transiente, é derivada através da
combinacao matemdtica da equacido de balango de dgua
e da lei de Darcy (ANDERSON E WOESSNER, 1992 e
CLEARY, 1989).

Considerando-se um volume elementar representati-
vo de um agqiiifero, com os eixos do sistema de coordena-
das coincidentes com as principais dire¢des do tensor de
condutividade hidraulica, isto &, x, y e z co-lineares a K,
ky, e k, respectivamente, e considerando a dgua com uma
densidade constante, a equagdo fundamental de fluxo de
agua subterranea é representada pela equagdo | mostrada
a seguir (CLEARY, 1991).

E(Kxx @ijﬁ Kyya—h +E(KZZ @j+ W(x,y,z,t) =S o
ox ox) Oy oy) Oz 0z o (1)

onde:

h = carga hidraulica [L]

k. k, ek, sdo os valores de condutividade hidraulica ao
longo dos eixos X, y e z, respectivamente [L/T].

S, = coeficiente de armazenamento especifico [1/L]

t = tempo

W(x,y,z,t) = representa fontes ou sumidouros de dgua
[L3/TL3]

Para a constru¢iao de um modelo matematico que re-
presente um sistema real, de fluxo de dgua subterranea,
sdo adotados os seguintes procedimentos:

I) desenvolvimento do modelo conceitual, que envol-

ve todo o levantamento e interpretagio de dados e

observagdes do sistema real;

2) selecdo do programa a ser utilizado segundo as ne-

cessidades e os dados existentes (escolha do aplicativo

matematico);

3) tradugdo do modelo conceitual para a linguagem

matemdtica, construindo-se os diversos bancos de

dados para a entrada das informagdes no programa
selecionado;

4) calibracio do modelo matematico construido de

forma a diminuir as incertezas inerentes a uma repre-

sentagdo simplificada (modelo matematico) de um sis-
tema real, em geral, complexo.

1) Modelo Conceitual
O modelo conceitual consiste em compreender o sis-
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tema hidrogeolégico em questdo com base na interpreta-
¢do e andlise semiqualitativa dos dados (WALTON, 1992)
de forma a identificar as unidades hidroestratigraficas e
suas caracteristicas hidrdulicas e o sistema de fluxo da
agua subterrinea. Este modelo conceitual norteard a de-
finicdo do dominio do modelo, do tipo de agqiiifero a ser
modelado, das condi¢des iniciais e de contorno, e das fon-
tes e sumidouros de dgua no sistema.

A interpretacio de mapas e perfis litoldgicos e perfilagens
geofisicas de pogos para a confecgdo de se¢des geoldgicas,
combinada com a andlise das propriedades hidraulicas, dire-
cionam a defini¢do das unidades hidroestratigraficas a serem
utilizadas na modelagem matemdtica, caracterizando-as em
extensio, continuidade lateral e espessura.

Os modelos numéricos requerem a definicio de con-
dicdes de contorno, onde sio especificadas as cargas hi-
draulicas ou taxas de fluxo, para a delimitagio da area
modelada.

Anderson e Woessner (1992) sugerem que, sempre
que possivel, sejam adotadas como condi¢cdes de con-
torno, fronteiras hidraulicas naturais, representadas por
alguma feigdo fisica como contatos geoldgicos, rios e di-
visores de agua.

A compreensio do sistema de fluxo da dgua subterra-
nea é obtida pela avaliagdo dos mapas potenciométricos,
que permitem identificar as dreas de recarga e descarga
da regiao de interesse e as feicdes que afetam hidraulica-
mente o sistema avaliado, incluindo, a influéncia antropi-
ca como pogos, drenos e tanques que podem funcionar
como consumidores (sumidouros) ou fornecedores (fon-
tes) de agua.

2) Selecdo do programa

A selecdo do aplicativo matematico a ser empregado de-
pende de varios fatores, tais como: objetivo do trabalho, pro-
blema a ser resolvido com o modelo matemadtico, complexi-
dade do modelo conceitual, tempo e recursos disponiveis.
Estes fatores determinardo a decisdo das opgdes entre um
modelo analitico ou numérico, bi ou tridimensional, diferen-
cas finitas ou elementos finitos, fluxo de agua subterranea ou
transporte de massa (IRITANI, 1998).

Diversos programas estdo disponiveis, entretanto, é
aconselhavel optar por um aplicativo que seja amplamente
utilizado em cendrios compativeis, com manual detalhado,
com documentagio completa e suporte técnico ao usu-
ario. Além disso, o programa deve calcular o balanco de
agua, pois, como as equagdes se baseiam em conservagio
de massa, valores semelhantes entre os volumes de dgua
que entram ou saem do sistema indicam que o programa
calculou corretamente as equagdes que compdem o mo-
delo matematico (ANDERSON e WOESSNER, 1992).
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3) Elementos do Modelo Matematico
Para a construcio do modelo matematico é necessa-
rio traduzir o modelo conceitual da drea, definido com
base nos dados hidrogeolégicos e hidrolégicos, para a
linguagem do programa escolhido. Assim, a discretizagao
da malha, a delimitacdo das condi¢des de contorno e das
condigdes iniciais devem ser adequadamente introduzidas
de modo que o aplicativo matematico, escolhido para a
construcio do modelo matematico, represente as condi-
¢Oes reais do sistema hidrogeoldgico.
Os elementos para a defini¢gio do modelo matemético sio:
* discretizagdo da grade do modelo;
* delimitagdo das condi¢bes de contorno externas e
internas;
* definicio dos pocos de injegdo/ extragdo e de
observacio;
¢ definicio das condicdes.

Grade do Modelo: no método das diferencas finitas,
a area modelada é discretizada por uma grade ou malha,
desenhada por linhas, colunas e camadas, que definem o
conjunto de células onde serio colocadas as condi¢des de
contorno e também serao calculadas as cargas hidraulicas
e velocidades da agua subterranea. Antes da discretizagdo
da malha é necessério definir o dominio do modelo, isto é,
a area dentro da regido de interesse que sera modelada.

Poco Real Pogos imaginarios do ModFlow

QW Qw-Q,+Q,+Q,

Camada1 T,

Qo T2
Camada2 T, Q, =T
Camada3 T, _83‘: ZLT
Camada4 T, _8:_= ZLT

Figura |. Determinacdo da taxa de bombeamento em cada camada do
modelo considerando um pogo atravessando diversas camadas.(IRITANI, 1998)
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A grade discretizada no modelo pode ser refinada nas
dreas de maior interesse ou onde existem altos gradien-
tes hidraulicos, como ao redor de pogos, para aumentar
a definicdo e precisdo no cilculo das cargas hidrdulicas e
velocidades.

No MODFLOW Pro 3.1, aplicativo utilizado como
exemplo neste trabalho, é possivel definir uma grade com
espagamento irregular, em todos os eixos (X, y e z), com
a grade discretizada na horizontal e na vertical, sendo ne-
cessario definir as propriedades hidraulicas de cada uni-
dade hidrogeologica, para sua representagio no modelo
matematico.

O MODFLOW aceita condigbes heterogéneas e ani-
sotrépicas, sendo entdo necessério introduzir as condu-
tividades hidraulicas das unidades para trés eixos de co-
ordenadas (K, Ky, K,e os pardmetros de armazenamento
S, Sy, n,en).

Pocos de Injecio/Extracdo e de Observagio: A agua
pode entrar ou sair do sistema modelado através da fron-
teira e também dos pogos de injegdo ou extragdo. As fon-
tes ou sumidouros, que simulam estes pogos de injegio/
extracgio, sdo representados pelo termo W (X, y, z, t) na
equacio de fluxo da dgua subterrinea.

Os pogos de bombeamento inseridos no MODFLOW
(McDONALD e HARBAUNGH, 1988), devem especifi-
car a vazdo bombeada em cada camada atravessada pe-
los filtros (Qn), proporcionalmente a transmissividade da
camada (Tn). Considerando que o filtro se estende por
toda a camada o MODFLOW assinala o pogo no centro
da célula, ndo aceitando o pogo aberto em mais de uma
camada do modelo. Para contornar este problema, pode-
se simular um grupo de pogos simples, cada um com filtro
em uma camada, simulando um pogo com filtro em multi-
camadas bombeando uma vazio total Qw (Figura 1). Para
calcular a vazdo de cada um dos pogos simples (Qn), usa-
se a relagdo com a transmissividade de cada camada (Tn)
(McDONALD e HARBAUGH, 1988), onde n é o nimero
da camada do modelo.

4) Calibracao do Modelo

O processo de calibragao consiste no ajuste do mo-
delo matemadtico simulado ao sistema hidrogeolodgico
estudado. Neste processo, os pardametros hidrogeologi-
cos e as condi¢des de contorno s3o ajustados para que
as cargas hidraulicas simuladas pelo modelo matema-
tico sejam semelhantes aquelas observadas no sistema
real. O processo de calibracio mais comumente utili-
zado é o de “tentativa e erro”, no qual os parimetros
sdo ajustados manualmente por simulagdes sucessivas e
comparagao entre as cargas hidraulicas calculadas e ob-
servadas (ANDERSON e WOESSNER, 1992). Quando a
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diferenga entre a carga hidraulica calculada e observada
atingir um valor aceitavel, previamente definido, o mo-
delo sera considerado calibrado. Este valor é também
chamado de “critério de calibracio” e a diferenca entre
as cargas hidraulicas é tratada como “residuo”. A mé-
dia dos residuos (denominado nos programas como ME
- “mean error”) é simplesmente a média da diferenca
entre as cargas hidrdulicas calculadas pelo modelo (h_,)
e observadas (h

pela equagio 2:

7

). Esta média do residuo é calculado

obs

n
ME=1/n} (hobs - hcalc)l )

nl

onde n é o nimero de valores de calibracio.

Este cdlculo da média do residuo considera os valores
positivos e negativos, enquanto que a média do residuo
absoluto (referenciado como ME, “mean absolute error”)
considera o valor absoluto da diferenca entre a carga hi-
draulica observada e a calculada. Esta média absoluta é
obtida pela equagio 3.

n
MAE = Vﬂz ‘ (hobs - hcalc)] | @)
1=1

O desvio padrdo é um dos critérios de calibragao mais
utilizados, sendo denominado nos programas pela sigla RMS
(“root mean squared”), e é calculado pela equagéo 4:

0,5

~ n 2 4
RMS = l/nz (hobs - heale )1
=

Dessa forma, adota-se também um outro critério re-
lativo a diferenca de carga hidraulica total (H) no dominio
do modelo, denominado neste trabalho de “porcentagem
de residuo” e representado por:

% residuo = RMS/ H,
onde se pode assumir um valor inferior a 10% como aceitavel.

Com o software Visual MODFLOW Pro 3.1 (GUIGUER
e FRANZ, 1996), a calibragdo pode ser feita automatica-
mente pelo aplicativo Win PEST, o que possibilita uma re-

dugdo no tempo despendido normalmente nas calibragdes
manuais do modelo (GUIGUER e FRANZ, 1996).
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CONCLUSOES

O modelo matematico resultante dos cumprimentos
destas etapas € uma representagdo simplificada de um sis-
tema real.

Os modelos matematicos constituem excelentes ferra-
mentas, quando a compreensio do sistema real se torna
necessaria para a previsio e comparagiao de alternativas
de cendrios futuros; seus resultados sio dependentes da
qualidade dos dados de entrada e da compreensio do mo-
delo conceitual do sistema em estudo.

A qualidade do modelo matematico construido depen-
de de viarios fatores, entre os quais se destacam a con-
fiabilidade dos dados levantados e a sua interpretacio,

permitindo um melhor entendimento do sistema hidro-
geoldgico real.

A vantagem da modelagem matemidtica em relagao
as demais metodologias de avaliagdo consiste na possi-
bilidade de permitir simulagdes de cenarios futuros, pos-
sibilitando uma constante atualizacio de dados. Quando
aplicada para investigar o comportamento da agua sub-
terranea, sob a a¢ido de alteragdes antroépicas, direciona o
levantamento de novos dados.

Desta forma, a modelagem matematica é importante fer-
ramenta de gestdo de recursos hidricos, pois fornece subsi-
dios para a elaboragio de programas de gerenciamento de
pogos, simulagdes de varios cenarios futuros e em conseqii-
éncia a protecdo da qualidade da 4dgua subterranea.
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